Vecteur

Introduction

Savoir

Problematique

Vous étes capables :

@ de résoudre des équations différentielles a I'aide des transformées de Laplace,
@ de représenter des réponses impulsionnelles et indicielles,

@ de représenter un SLCI a l'aide d’'un schéma blocs.

Vous devez étes capables :

@ de déterminer la loi entrée/sortie d’'une chaine de transmission,

@ de modéliser la géométrie d’un systéme.
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Introduction mathématique

La mécanique a pour objet I'’étude du mouvement, des déformations ou des états
d’équilibre des systémes physiques.

Afin d’appréhender la modélisation et la résolution de ces problémes il est
nécessaire de revoir les notions de mathématique suivantes:

@ le vecteur,

@ le produit scalaire,

@ le produit vectoriel,

@ le champ de vecteurs,

@ le torseur,

Objectif

@ les repéres et axes de coordonnées.
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Vecteur

H . 7
Un vecteur non nul AB est caractérisé par :

[ : la droite (D) passant par A et B,
c
= O s : de A vers B,
S
E’ [ . la distance d entre les points A et B.

@ Vecteur glissant: Un vecteur glissant (ou glisseur) est défini par une droite (D) et un

vecteur V. Deux vecteurs glissants sont équivalents s’ils ont méme support et méme
vecteur représentant.

0 . . . H
@ Vecteur lié: Un vecteur lié est défini par une origine A et un vecteur V.
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Composantes d’un vecteur

@ Repere orthonormé direct: Un repére orthonormé direct de dimension 3, (R), est
constitué d’'une base orthonormée directe de dimension 3.

Elle est définie par trois vecteurs uni-

taires (de norme 1) x, 7 Z tels que Plan Spatial
X.y =0etZ =X ATy, soit son ori-
gine O, on le note : R(O,?,?,?).
@ Soit un point M, sa position dans ;
- - = pred
R(O,x,y, Z) estle vecteur OM, My ..
Y - — - A ’1
@ OM=dx. X +dy. y +dz. Z. lg,__ ______ M7
d, — I
dx : Y : I
L — I " 1 -
@ Ecriture en colonne:OM = | dy I o, 1 M X
dz : d; (0] : />
MZ ________ k,
—_ -
@ Norme: ||OM|| = vdx2 +dy? + dz2 z
«O0>» «F» «=» « > = Q¥
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Produit d’'un vecteur par un scalaire

. - .. . o — .
Le terme scalaire désigne ici un nombre réel. Le produit d’'un vecteur « par un scalaire a est
e e
un vecteur noté : a. u'.

A . . — —_— .
@ de méme direction et sens que ¢, dont la longueur vaut: a.|| v ||, si a > 0,

~ . . . . — — .
@ de méme direction mais de sens contraire que ', dont la longueur vaut : —a.|| v ||, sia<0,

@ il s’agit d’'un vecteur nul si a = 0.

—

- a.u
y'

Le produit d’'un vecteur par un scalaire est distributif sur 'addition des scalaires :
(a+b). 7 = a. 7 +b.7 mais il nest pas commutatif : la notation ¢.a n’a pas de sens.

Remarque : deux vecteurs sont colinéaires (paralleles) si et seulement s’ils sont
. ) by . I . _ —_
proportionnels, c’est-a-dire s'il existe un nombre a telque v =a. V.
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Somme de deux vecteurs

- L i evs .
La somme de deux vecteurs u et v’ est un vecteur, noté v + v/, qui est

construit de la maniére suivante : u |
@ on améne l'origine du deuxiéme vecteur a I'extrémité du premier u-+v
@ la somme est le vecteur qui joint I'origine du premier vecteur a - u+v

'extrémité de second

%”'
G -

@ il s’agit du troisiéme c6té d’un triangle formé par les deux premiers
vecteurs

A partir de trois points A, B et C existe la relation de Chasles: ...........cccccccoooeiiinnns
— =
Cela permet d’introduire les vecteurs opposés: —AB = BA

Definition

— =
B

—_ = >
En effet, AB+BA = AA = 0, donc —AB = BA.

Le produit d’'un scalaire par un vecteur est distributif sur I'addition des vecteurs :
- - — —
a(u+v)=a.d+av
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Produit scalaire de deux vecteurs

Si
noté

— - , o - -
et v’ sont deux vecteurs faisant un angle géométrique «, le produit scalaire
—> P
v, le nombre réel valant: .........ccccceeeeveviveieeeeeeennnn.

Definition

H
u

—
u.

Le produit scalaire est nul .
@ Sil'un des vecteurs est nul

@ Silangle entre eux est droit (c’est-a-dire si et
o= 5rad =90),

Ta
@ Les vecteurs v et v sont dans ce cas orthogonaux.

Le produit scalaire strictement positif si 'angle est aigu et strictement négatif si 'angle est
obtus. Dans les cas suivants, 7.V = v,.|| 7 || = u,.]| V]

u
/ VU, g :r
« \ r’
Y
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Propriétés du produit scalaire de deux vecteurs

Le produit scalaire est commutatif v.v = v.u,
Catpilng ; . e oy Iy - - 5=
Il est distributif sur 'addition des vecteurs v.(V+w)=0v.V +d.w,

s 2 A . L= 2
Le vecteur nul est I'élément absorbant du produit scalaire .0 = 0.4 =0,
- = p . — — T
u . u s’appelle le carré scalaire du vecteur u et se note v 2 ainsi w2 =

7 . y - p —2 —>
Le carré scalaire d’'un vecteur est égal au carré de sa norme o2 = || v ||2 et donc

Vuz= 7|,

Deux vecteurs non nuls sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul, v

. . . —> . L —_— —
est perpendiculaire a v si et seulementsi v.v =0,

- =
Dans le plan rapporté a une base orthonormale (7, ),

iy
U.V =ux.vxt+uy.vy

s - 2
Dans le plan rapporté a une base orthonormale (i, j , k),
- >
U.V =Ux.Vx+Uy.Vy+Uz.vy
«O>» «F» «Z» « > = A
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Produit vectoriel de deux vecteurs

Definition

Le produit vectoriel des deux vecteurs & et v, noté & AV, est un vecteur:

. - —
@ normal au plan vectoriel de base (v, V'),
@ dontlanorme vaut .......cccccceeeeeeiiiiiiiiiiiies

o telque (7, V, (W AV)) forme une base directe.

Ainsi, si (U et v') sont colinéaires: v AV =0
vy I ey —
XNYy=2 YyAX=-2Z
Dans un repére orthonormé direct: VYAZ=X ZAy=-X
e I e T —
ZAX=YyY XANZ=-y

Remarque: Pour retrouver efficacement ces relations, on peut écrire (sur un coin de feuille) :
"Xy z x y", en parcourant cette liste de gauche a droite, on obtient un signe positif et

inversement.
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Calcul en composantes du produit vectoriel

. , rd .
Soient les coordonnées T = (u1,up,u3) et vV = (v1,vp,v3), ce qui permet de calculer leur
produit vectoriel de la fagon suivante: WAV = (u1. X +up. Y +u3. Z)A(Vi. X +vp. Y +v3.Z)

7)/\—V> =u .7/\V17+U1 .7/\V27+U1 .7)/\V3?+U2.7/\V17+u2.7/\V27+u2.7/\
V37>+U3.7/\V17+U3.7)/\V27+U3.?/\V37

Donc, E)/\_V> = (up.v3 — U3.V2).7+ (u3.vq —U1.V3).7+(U1 V2 —U2.V1)._Z—>
uz.vz —usz.vp

Ry —_ =
Ce qui s’écriten colonne: v A vV = | usz.vi —uq.v3

ui.vp —us.vq

Un moyen mnémotechnique pour se rappeler de ce résultat re-
vient a placer les deux premiéres composantes de chaque vec-
teur sous les autres et a faire 3 produits en croix (un pour
chaque composante du résultant) a partir de la deuxiéme ligne.

Remarque
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Produit mixte

<
S
IS Soient trois vecteurs ¥, V', W, le produit mixte revient a calculer:
D —_ - = I
Q [u,v,w]z(u/\v).w
Ainsi:
o [2.V.W]=[V.W. 7] =[W.7.7],
o [V.T.W]=[W.V.7]|=[7.%W.V]=-[7.7.%]

- > =
° [u, v, w] =
Si deux des trois vecteurs sont égaux ou colinéaires, le produit mixte est nul.

. - - = A - . . —_ 5 —
Si les vecteurs ', v’ et w ont méme origine, la valeur absolue du produit mixte [u, Vv, w]
A TR . —_ — —
est égale au volume du parallélépipede construitsur v, Vet wW. . o, <@, « = » «
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Champ de vecteur et torseur

Repeéres de projection

Double produit vectoriel

@ Combiner trois vecteurs ', v’ et w par deux produits vectoriels successifs permet
d’obtenir un double produit vectoriel,

o Exemple: T A (VAW),

@ Attention: comme le produit vectoriel n’est ni associatif, ni commutatif, il est nécessaire
d’utiliser comme ici des parenthéses et le résultat va dépendre a la fois de I'ordre dans
lequel les opérations sont effectuées et de I'ordre de présentation des 3 vecteurs,

@ Les 2 formules suivantes peuvent étre démontrées:
-, == - =\ - D\
UNVAW)=(U. W)V —-(Ud.V)w

(CAVIANW =@ W)V -(V. W)W
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Vecteur
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Champ de vecteur et torseur

Repéres de projection

Champ de vecteurs

_9
Un champ de vecteurs est une application qui définit un vecteur Vy en tout point de I'espace

(champ de vecteurs vitesse, champ magnétique, champ de pesanteur,...),

Definition

H
Un champ de vecteurs Mp équiprojectif est un champ de vecteurs qui répond au
théoréme de Varignon (parfois appelé théoreme de BABAR « entre nous »).

est un vecteur caractéristique du champ de vecteurs appelé « résultante »

©
| =l

©
<

p sont les moments en chaque point P du champ de vecteurs.

«0)» «F» «

!t
v
A
it
v
!

Ay

DQR\;AN

14
Renaud Costadoat S03 - CO1 2%



Vecteur Champ de vecteur et torseur Repeéres de projection

LCéquiprojectivité

La propriété d’équiprojectivité d’'un tel champ de

vecteurs est exprimée par le fait que deux mo-
—> —>

ments Ma et Mg du champ de vecteurs ont la

méme projection sur la droite passant par les
) —_— —

deux points A et B : AA" = BB’

Definition

_)
Démonstration: En partant du théoréme de Varignon et en multipliant par AB, on obtient

—_— = — — —_ = — e = =
Mg.AB = Ma.AB+ (BAA R).ABor (BAA R).AB =0donc AA’ =BB’.
Remarques:

@ La distribution des vecteurs vitesse dans un solide indéformable est un champ de vecteurs
équiprojectif puisque il respecte le théoreme de Varignon,

@ Léquiprojectivité entre les vecteurs vitesse peut, donc, étre utilisée pour les constructions
graphiques.

«O>» «F» «Z» « > = Qe
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Vecteur Champ de vecteur et torseur Repéres de projection

Le torseur

_)
Un torseur est la représentation d’'un champ de vecteurs équiprojectif, dont les vecteurs Mp en
chaque point P s’appellent « moments »du torseur. De par les propriétés d’un tel champ, les
moments en deux points P et O vérifient la relation de Varignon.

Eléments de réduction d’un torseur

Un torseur est donc déterminé par deux vecteurs, constituant sa « réduction »en un
point quelconque P de I'espace, a savoir :

_)
@ Larésultante R, ce vecteur est unique et indépendant du point de réduction,

Definition

=
@ Le moment en P du torseur Mp.

Remarque: La résultante est donc un vecteur
caractéristigue du champ qui permet, a partir
du moment en un point particulier, de retrou-

ver les autres moments
«0)» «F» «
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Champ de vecteur et torseur

Invariants d’un torseur

Un torseur possede deux grandeurs indépendantes du point ou on I'écrit:

_)
@ linvariant vectoriel : la résultante R,

— = —>

. . . 7 T - g
@ linvariant scalaire appelé aussi l'automoment: A= R.Ma = R.Mg

Torseurs particuliers

@ Le torseur a résultante ou glisseur est un torseur dont:

> J'automoment est nul, c’est a dire que le résultante et le moment sont orthogonaux en tout points
> le moment est nul en tout point de de son axe.

@ Le torseur couple est un torseur dont la résultante est nulle.

DQR\iAN
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Champ de vecteur et torseur

Opérations sur les torseurs

o Egalité de deux torseurs

— —
R1 Ry - - - —
{Tilo=1 — ={T2}lo=¢ = — Ry =R2,M; =M,
Mi Jq M2 Jq
@ Somme de deux torseurs
Ry R, Rt +R;
1 2 1+h2
{Tilo+{T2}o = — ty — = — —
1 o M2 0 |V|1 +M2 o
@ Multiplication d’un torseur par un scalaire
AR
R
A{Tito= T
VI 0
DORJAN
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Champ de vecteur et torseur

Eléments centraux d’un torseur

@ Point central

Un point central d’'un torseur est un point pour lequel la résultante et le moment sont
colinéaires :

—> —> L.
Si Mp = A. R alors P est un point central, en P, le moment du torseur est minimum.

@ Détermination de I'axe central
_)

. AR
Soit un torseur {T}qg = —

o)
_)
Laxe central du torseur est la droite parallele a R et passant par le point P tel que :

- —
- RAM
OP = ~570

«O>» «F» «
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Repeéres de projection

Les repéeres de projection

@ Les opérations sur les torseurs et les vecteurs présentées ci-dessus C
ne sont valables que si ces éléments sont présentés sur le méme 2
repéere. B 1
@ |l sera souvent utile dans le cas d’une résolution de cinématique A
d’introduire plusieurs repeéres. Vo 0
@ Ainsi, la suite montre les méthodes pour ramener les torseurs et les |
vecteurs dans le méme repere de description. Cas1 Xo
@ Cas 1: Un repére global
S — C
> Ro: Lié a la piece 0: AC = AB+BC = a;.x3 + ag.)7o>+b1 .x_o>+b2.)7o>, X5
> a; et b; sont des variables en fonction du déplacement des piéces. q 2 y
1
@ Cas 2: Un repere associé a chaque piéce h
> Rp:Lié alapiece 0, Ry: Lié a la piece 1, Ry: Lié a la piece 2. A
—_ S = — N
AC =AB+BC = aj.x1 +b1.x, Cas) 0 Yo
> a; et b; sont des constantes liées aux dimensions des piéces. as
«0O>» «F» «Z» « > = A
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Changement de repére dans les espaces affines

@ SoientR=(0,e) etR’

X/

—
MRI = /

Yy

4

(O, e’) deux reperes différents, alors les coordonnées.
z

X
s’obtiennent a partir des coordonnées Mg =
dans le repére R, a I'aide de 3 équations:

Yy

du méme point M mais
z

de passage dans V.

@ Matriciellement ces équations s’écrivent: Mg = A Mg +B ot A = (a;;)1</,j<3 est la matrice

DQR\iAN
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Changement d’axes de coordonnées

@ Les formules qui suivent permettent d’exprimer les coordonnées d’un point M dans l'un des
repéres en fonction des coordonnées dans l'autre repere,

@ Soit un repére cartésien O(X,y ) dans lequel les coordonnées (x, y) d’un point M

s’expriment en fonction des coordonnées polaires (r,$) par les formules élémentaires

- =
@ Dans le nouveau repére O(x’, y”) déduit du précédent par une rotation d’angle 6 les
deviennent:

nouvelles coordonnées polaires sont r et (¢ — 0) et les coordonnées cartésiennes

DQR\iAN
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Repeéres de projection

Changement d’axes de coordonnées

@ Les formules suivantes permettant de passer

yy Y
d’un repére a l'autre.
............................................. M
I I et X'
r
S o En sens inverse, B P
c 0
=
SE ]
S { ............................................. 0 .

Remarque : s'il peut s’avérer difficile de mémoriser le signe a mettre devant sin(0) (+ dans
une ligne et — dans l'autre) I'astuce consiste a considérer un point particulier (tel que P sur la

figure) avec y =0 ou y’ =0 selon les besoins et de Vvérifier alors sur la figure le signe de la
coordonnée voulue.

«O0>» «F» «=» « > = Q¥
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Repeéres de projection

Application

Exemple de piéce munie de deux repéres R(O, X,y,Z) et Ry (O, X1, y1.21)

«0O0>» «F» «Z)» <
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Repeéres de projection

Projection de vecteurs dans une base

Soit 6, 'angle entre Z et Z;, écrire les coor-
—

données du vecteur AB, dans les deux repéres

(choisir les inconnues nécessaires).

Ainsi, les coordonnées d’un vecteur varient se-
lon gu’elles sont écrites dans le repére local ou
le repere global.
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Repeéres de projection

Conclusion

Vous devez étre capable de:

@ définir un vecteur a partir de sa direction, de son sens et de sa norme,
@ projeter des vecteurs dans une base,

@ faire un produit scalaire,

@ faire un produit vectoriel,

@ décrire un champ de vecteur avec un torseur,

@ manipuler les éléments de réduction du torseur,

Savoir

@ modifier le repére de projection d’'un vecteur.

!
v
A
it
v
it

«0O>» «F» <« ey

26
DQR\;AN Renaud Costadoat S03 - CO1 e



	Vecteur
	Champ de vecteur et torseur
	Repères de projection

